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CLASA a X-a
Solutii si bareme orientative

Problema 1. Fie multimea M = {z € C | |z2| = 1, Rez € Q}.
Demonstrati ca in planul complex exista o infinitate de triunghiuri echila—
terale care au toate afixele varfurilor in multimea M.

Solutie. Fie z = a + bi un numar complex din M. Atunci a € Q si
a? + > = 1. Un triunghi echilateral cu afixele varfurilor in multimea M,
dintre care unul egal cu z, are celelalte doua varfuri in punctele de afixe

2(=1/2 % (V/3)/2),

............................................................. 2 puncte
numere avand partile reale egale cu —a/2 £ (bv/3)/2. Cum a € Q, rezulti
cd —a/2 £ (bv/3)/2 € Q daca si numai daci by/3 € Q.

.............................................................. 1 punct

Fie ¢ = b/v/3 € Q. Problema revine la a demonstra ci exista o infinitate
de solutii (a,q) € Q x Q ale ecuatiei a® +3¢> = 1, i.e. ecuatia m?+ 3n? = p?
admite o infinitate de solutii (m,n,p) € N x N x N.

.............................................................. 1 punct

Cum 3n? = (p — m)(p + m), cautam solutii pentru care p —m = 3 si
p+m=n% Avem n? = 2m + 3, deci n este impar.

.............................................................. 1 punct

Alegand n = 2k+1,k € N*, obtinem m = 2k?>4+2k—1si p = 2k +2k+2.
Atunci a = (2k2 + 2k — 1)/(2k? + 2k +2), b = ((2k + 1)v/3)/(2k% + 2k + 2),
iar z = a+bi are modulul 1 si a,b > 0, deci triunghiul echilateral cu un varf
in z este unic determinat. Cum k& € N* este ales arbitrar, rezulta ca exista
o infinitate de triunghiuri cu proprietatea ceruta.

Problema 2. Se considera trei numere complexe a, b si c, astfel incat
a+b+c=0si|a| = |b| = |¢| = 1. Demonstratica 3 < |z—al|+|z—b|+|z—c| <
4, oricare ar fi numarul complex z, cu |z| < 1.

Solutie. Consideram punctele A, B, C' si M avand afixele a, b, ¢ si
respectiv z. Atunci triunghiul ABC este echilateral, inscris in cercul de raza
1 centrat in originea O a planului complex.

Pentru inegalitatea din stanga, avem succesiv

Y lz—al=) lallz—a| =) |az —aa| >
>3 (az—-1)| = (D> a) - 3| =3.



................................................................ 2 puncte

Demonstram inegalitatea din dreapta. Consideram o coarda care trece
prin M si fie P, Q punctele sale de intersectie cu cercul circumscris triunghi-
ului ABC. Fie p gi ¢ afixele punctelor P gi ). Exista a € [0,1] astfel ca
m = ap + (1 — a)q. Prin urmare

dlz—al =) lop+(1-a)g—a|<ad Ip—al+(1-a)) |g—a,
deci
>olz—al <max{dlp—al,> la—al}.

............................................................. 2 puncte
Fara a restrange generalitatea, presupunem ca max{>_|p —al,>_ |¢ — a|} =
> |p — a| si c& P este pozitionat pe cerc intre A gi C. Din identitatea lui
Ptolemeu obtinem PA + PC = PB, adica |p —a| + |p — ¢| = |p — b|. Atunci
Yolz—al <> |p—al =2|p—b|] <4, ceea ce trebuia demonstrat.

Nota. Egalitatea din membrul stang se realizeaza in cazul z = 0, iar
pentru membrul drept daca z € {—a, —b, —c}.

Problema 3. Fie numerele reale a si b, cu 0 < a < b. Demonstrati:

b
a) 2\/ab§x+y+z+ a < a+ b, pentru z,y, z € [a, b].

3 Jxyz

rt+y+z ab
bl ¢ = |2Vab .
b) { 3 + e z,y,2 € [a, ]} [ a ,a—i—b}

Solutie. a) Aplicand inegalitatea mediilor obtinem

r+y—+=z 5
—>2
3 +3a:yz_ a:yz+\/7_ Vab.
.............................................................. 1 punct
Din inegalitatea mediilor avem
x+y+z ab r+y+z ab(l/z+1/y+1/2) 1
< —
.............................................................. 1 punct
unde f : ( ) = (0,00), f(t) =t+ 2. Avem
(a+b—f(t) = (b—t)(t—a) > 0,¢ € [a,1],
de unde rezulta ca f(t) <a-+b, t € [a,b]
.............................................................. 1 punct
Atunci f(z)+ f(y)+ f(2) < 3(a+1b), de unde rezulta T+ W <a+b
............................................................. 1 punct



b) Conform punctului anterior, este suficient sa demonstram ca intervalul
[2Vab, a + b] este inclus in multimea din membrul stang. Vom arata ca

[2vab,a +b] € f([a,b)).

Pentru aceasta, fie s € [2Vab,a + b]. Ecuatia f(t) = s este echivalenta cu
t2 — st + ab = 0. Deoarece s > 2v/ab, discriminantul s? — 4ab este pozitiv,
deci ecuatia admite solutii reale,

.............................................................. 1 punct
care apartin intervalului [a, b]

.............................................................. 1 punct
Alegand z = y = » = s£Vs —dab 52 dab ohtinem THYEE 4 ?/% = s, de unde rezulta
cerinta.

.............................................................. 1 punct

Problema 4. Fie n i m doua numere naturale, m > n > 2.
Determinati numarul functiilor injective f : {1,2,...,n} — {1,2,...,m}
cu proprietatea ca exista si este unic un numar ¢ € {1,2,...,n — 1} pentru

care f(i) > f(i+1).

Solutie. Problema cere determinarea numarului de functii care sunt
strict crescatoare pe multimile {1,2,...,7 — 1,3} sipe {i+ 1,0 +2,...,n},

dar care nu sunt strict crescatoare pe multimea {1,2,...,n}.
.............................................................. 1 punct
Imaginea unei functii injective f : {1,2,...,n} — {1,2,...,m} este

o multime cu exact n elemente. Pentru o fun(;tle f: {1,2,...,n} —

{1,2,...,m} cu proprietatea cerutd notam cu A imaginea sa si fie g unica

functie strict crescatoare de la A la {1,2,...,n}. Evident, g este functie

bijectiva.

Rezultd ci h = gof : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} este o functie bijectiva
cu proprietatea din enunt. intr—adevér, fiei € {1 2,...,n — 1} pentru care
) <---< f(@), f(i) > fli+1) i f(i+1) < (n) Cum g este functie
strict crescatoare, deducem ca g(f(1)) < - ( (1)), g(f(2)) > g(f(i+1))
G g(fi 1 1)) < - < g(7(n), adich h(1) < - < h(i), h(d) > A(i + 1) s
h(i+1) <--- < h(n).

.............................................................. 1 punct

Vom arata ca functiei h 1i corespunde unic o submultime M a multimii
{0,1,2...,n}, alta decat 0, {1}, {1,2},..., {1,2,...,n}.

Pentru fiecare i € {0,1,2...,n}, alegem o submultime M a multimii
{1,2,...,n} avand i elemente. Functia h este unic determinata de n—uplul
(h(1),h(2),...,h(n)), care se obtine ordonand crescator mai intéai elementele
multimii M, iar apoi elementele multimii {1,2,...,n}\ M.

............................................................. 2 puncte

Pentru ca h s& nu fie strict crescatoare pe {1,2,...,n}, multimea M cu
card M =i trebuie sa fie diferita de {1,2,...,}.



Deoarece sunt 2" submultimi ale multimii {1,2,...,n}, iar n + 1 dintre
acestea — anume 0, {1}, {1,2},..., {1,2,...,n} — nu convin, rezulta ca sunt
2" —n — 1 functii bijective h = go f : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} cu
proprietatea ceruta.

.............................................................. 1 punct

Cum imaginea A C {1,2,...,m} cu n elemente poate fi aleasa in C},
moduri, rezultd ci sunt C7 (2" — n — 1) functii injective f = gt o h :
{1,2,...,n} — {1,2,...,m} cu proprietatea din enunt,.



